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Capitulo 2

Analise no dominio do tempo de sistemas em tempo continuo

<>
Analise do dominio do tempo de sistemas em

tempo continuo

* 2.1 - Introducao

» 2.2 - Resposta a entrada nula

* 2.3 - Resposta ao impulso

* 2.4 - Resposta em estado nulo

* 2.5 - Solucao classica de equacdes diferenciais

Serao discutidos os Sistemas Lineares Continuos e Invariantes no
Tempo (LCIT).
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Introducao
* Dado um sistema com entrada x(z) e saida y(t) temos
X(t) — LCIT — (1)
* A saida e a entrada se relacionam pela equacao diferencial (de forma geral)
av an-1 d
W}’(f) +a; dtN_‘ly(t) +tay a}’(t) +ayy(t) = Consideraremos:

a; e b; constates Reais

aM aM-1 d
by-m Wx(t) + by-m+1 Wx(t) + 4 byog Ex(t) + byx(t)

* Ou na forma compacta

(DN + alDN_1 + -+ aN_lD + aN)y(t) = (bN_MDM + bN_M+1DM_1 + -+ bN—lD + bN)x(t)

* Onde se assume M < N (devido a causalidade e acdo derivativa)

>
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Introducao

* Dada a representacao compacta:
(DN 4+ a;DV"1 + -+ ay_1D + apn)y(t) = (by_yDM + by_pe1 DML + -« + by_1D + by)x(t)
* Definimos os polindmios operadores
QD) =D"N +a;DN" 1 + -+ ay_1D + ay
P(D) = by_yDY + by_pe1 DM + -+ by_1D + by
* Entdo, na forma compacta

Q(D)y() = P(D)x(t)

>
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Introducao
Ja vimos que
* Resposta a entrada nula:

= Saida quando a entrada é nula (x(7)=0)
= Depende somente das condi¢des iniciais do sistema

* Resposta em estado nulo
= Saida quando as condicdes iniciais do sistema sao nulas
= Depende somente da entrada (x(7)#0)
* Saida do sistema linear com condig¢des iniciais ndo nulas e entrada
nao nula:
saida = resposta a entrada nula + resposta em estado nulo

Rl S
Resposta a entrada nula

* O sistema responde as condicdes internas (iniciais)

LCIT — ¥(1)

* Seja y,(t) a resposta quando x(7)=0
QD)yo(t) =0
(DN + alDN_l + + aN_]_D + aN)yo(t) = 0

* Para que as N derivadas sucessivas de y,(z) se anulem, é preciso que DXy, (t) tenha
a mesma forma para qualquer k

* Entdao, vamos presumir entao que:

yo(t) = ce*t
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Resposta a entrada nula

* Determinacdo de y,(7)
(DN + alDN_l + -+ aN_lD + aN)yo(t) =0
* Se Yo(t) = ce?t , entao Dy,(t) = clelt

D%y, (t) = cA%e?t

DNy, (t) = cANeAt
* Substituindo
eV + a AN+ ray_ A+ ay)ett =0

* Temos a solugdo nao trivial

AN + allN_l + -+ aN_1/1 + ay = 0

<>

Resposta a entrada nula

* Temos a solugdo n3o trivial ANV + g AN 4

* Que pode ser reescrito

Q) =0

e 4 aN_lll + ay = 0

v'E a chamada equacdo caracteristica do sistema LCIT
v'0 polinémio caracteristico do sistema LCIT é dado por  Q(A)
v'0 polinémio caracteristico é intrinseco ao sistema, pois independe de x(t)

* Ao fatorar o polindmio caracteristico, temos a equacao caracteristica da forma

A=2)A—21p) . (A= 2Ay) =0

<>




08/09/2020

(<[>
Resposta a entrada nula

* PolinGmio caracteristico na forma fatorada e solucdo da equacao caracteristica
A-—2D)A=2)..A—2y) =0

* As raizes da equacdo caracteristica sdo: Ay, A,, ..., Ay

* Supondo raizes distintas, temos N possiveis solugdes para y,(t):

At Ant

cieMt, cet2t, . cye
* Somando essas N solucdes, obtemos a solugcao homogénea

yo(t) = crett + cpet2t 4o 4 cyelnt

Rl S
Resposta a entrada nula

* A solugdo homogénea é a resposta do sistema a entrada nula
yo(t) = crett + cpet2t + oo 4 cyelnt

* As constantes c¢,, c,, ..., ¢y sao determinadas pelas N restri¢des impostas pelas
condicdes iniciais
* As constantes Ay, A,, ..., A, sdo chamadas:

v Raizes caracteristicas do sistema
v/ Valores caracteristicos do sistema
v’ Autovalores do sistema

v’ Frequéncias naturais do sistema
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Resposta a entrada nula

* A solucdo homogénea é a resposta do sistema a entrada nula

yo(t) = cre™t + cret2t + o+ cyent

* As exponenciais e1t g2t eANt s30 chamadas de:
v Modos caracteristicos do sistema
v/ Modos naturais do sistema
v’ Ou, simplesmente, modos do sistema

* Ha um modo caracteristico para cada raiz do sistema
* Resposta a entrada nula = combinagdo linear dos modos do sistema

¢ Os modos do sistema sdo essenciais na analise dindmica do sistema

Rl S
Resposta a entrada nula

* Modificacao a ser feita no caso de raizes caracteristicas repetidas

* Seja o caso de um sistema com duas raizes caracteristicas iguais (4,)
A=24)A—-22) =0
(A - Ao)z = AZ - 2/10/1 + /102 =0

* Equacdo diferencial homogénea
(D? + a1D + az)yo(t) =0

* Ondeaq,; = -2}, e a, = A,

* De forma geral, para o caso de duas raizes caracteristicas iguais, temos a equacao
diferencial homogénea

(D = )?ye(t) =0
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Resposta a entrada nula

* De forma geral, para o caso de duas raizes caracteristicas iguais, temos a equacgao
diferencial homogénea

(D = )?ye(t) =0

Pode-se mostrar (por substituicio) que a solucio é  Yo(t) = (c; + c,t)ert

Temos dois modos naturais: e e tet

* Para o caso geral de r raizes caracteristicas iguais, a solugao geral é
Yo(t) = (1 + ot + c3t2 + ot Crtr_l)e“

* E 0os modos naturais sdo: ett, telt, t2elt, ..., tr1elt

Rl S
Resposta a entrada nula

* Se o polindbmio caracteristico for

QD =A-4)" A= 2Ar41) .. (A — Ay)
* aresposta a entrada nula serd

Yo(t) = (c1 + ot + -+ + ¢, t" ettt + ¢, etr+1l + o 4 et

* S3o N raizes caracteristicas, dentre essas r repetidas
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Resposta a entrada nula

* No caso em que aparecem raizes complexas, se tivermos uma raiz complexa
como raiz, o seu complexo conjugado também sera raiz

* Raizes complexas aparecem na forma de pares de raizes complexas conjugadas

* Dito de outra forma, se a+j/ é uma raiz caracteristica de um sistema LCIT real,
entdo a—jf também é raiz caracteristica

* Essas duas raizes, apesar de complexas conjugadas, sao distintas

* Seja um sistema com duas raizes (apenas) complexas conjugadas: A,= a+jf e l,=
a—jp

* Entdo a resposta a entrada nula é

Rl S
Resposta a entrada nula

* \eja porque as raizes complexas devem aparecer na forma de pares complexos
conjugados

* Seja a equacdo caracteristica (4 — 44)(4 —4;) = 0, onde 1,= a+jp é uma das
raizes. Que condi¢des sdo impostas a 4,?

B =AA=2A+ 42, =0 =2 -(4+4)A+(42,)=0
* Para um sistema fisico real os coeficientes do polindmio caracteristico tém de ser

reais

* Condigbes: 1) a soma de A, com 4, deve ser um nimero real e 2) o produto de 4,
com 4, deve ser um ndmero real

A+(a-jB)=a+ jB+a—jB=2a (real)
Adla-jB)=(a+ jpla-jB)=a’ - jof+ jof+ B> =a’ + B (real)
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Resposta a entrada nula

* Como a resposta a entrada nula é

* Paray,(t) serreal, c; e ¢, devem ser complexos conjugados

* Sejam
C jé C -jé
c=—e” e c,=—e com c real
2 2
v, (1) = C oitalaripl 4 € mioola-iph
0
Yo(t) = Com (ejeejﬂt " e—jee—jﬂt): Com (ej(e+ﬁt) " e—j(e+ﬁt))
* Por Euler 2 2

yo(t) = ce®t cos(Bt + 0)

<>

Resposta a entrada nula

Estudar exemplo 2.1 (a), (b) e (c)

<>




08/09/2020

(<[>
Resposta a entrada nula

* Em situacdes praticas y,(0), ¥,(0), ¥,(0), ..., sdo obtidas a partir das condicbes
fisicas do sistema

Infinitesimalmente Infinitesimalmente
proximo de Os, mas a proximo de Os, mas a
esquerda \ / direita
0o t
0

* Assumiremos que x(t) passara a excitar o sistema a partir de r=0s

saida (y(t)) = resposta a entrada nula (y,(t)) + resposta em estado nulo
* Como em 0 a entrada x(?) ainda ndo estd atuando
y(07)=y,(07), y(07)=y,(07), ¥(0)=5,(0"), ...
* Para aresposta a entradanula  y,(07)=y,(07), ¥,(0")=,(07), ¥,(07)=3¥,(07), ...
* De formageral  y(0")# y(07), y(0")# y(07), ¥(0")# y(0), ...
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Resposta a entrada nula

Estudar exemplo 2.2
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