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Resposta do sistema a entrada externa (estado nulo)

* Dado sistema com condicdes iniciais nulas

x(t) — LCIT — (1)

* y(t) serd a resposta total do sistema

* O sistema é linear, continuo no tempo e invariante no tempo (vale o principio da
superposicao)

* Vamos decompor x(¢) na forma de soma de pulsos

1
24 x(nAT)p(t—nAt)
x(nA7)
plr) -

1 p 4

Pulso de largura Az e '

amplitude unitaria
0] ar —— iy 0 P

At t = nAr

<>

Resposta do sistema a entrada externa (estado nulo)

* Somando todos os pulsos para formar x(t)

x(nA7)

x(1) = lim > x(nAT) p(t—nA7) = lim Z{ } p(t—nAT)AT

x(nAT)

* A quantidade { }p(t—nAT) € um pulso em t = nAz, e sua area vale

x(ndrt)

* Para esse pulso, quando A7—0, a altura tende ao o, mas sua area continua
valendo x(nAdt). Logo esse pulso tende ao impulso x(ndz)o(t-nAdt) quando At—0

* Assim
x(1) = lim ) x(nAT)8(t —nAT)AT
A7—0 .

<>
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<[>
Resposta do sistema a entrada externa (estado nulo)
* Sendo o sistema LCIT, veja as rela¢des entrada/saida
X(1) == LCIT = Y1)
50) Resposta:a;) impulso h(t)
constante\ 5(1‘ _ I’ZAT) Invariéncigo tempo h(l‘ _ ”‘Ay constante
—L— i ineari ——
X(nAT)S(t —nAg) [OTOEE NSl A DVt - nAT)
. Aditividade (linearidade) .
lim Zx(nAf)5(t—nAf)Az' = lim > x(nAT)h(t —nAT)AT
\ Y J L ‘ Y )
x(t) y(@)
<[>

Resposta do sistema a entrada externa (estado nulo)

* Graficamente il

8(1)

(c)

3(r — nA7)
0 nAr 11— 0 nAr 1 —
(d)
_ 7 — Ay(n)
[x(nAT)ATI(r — nAT) ) N-\T

0 nA7T 1 —- 0 nAr f—
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<[>
Resposta do sistema a entrada externa (estado nulo)
* Graficamente
To =
TR0 = tim 3 x(nA Tk - nATAT = [x(©)h(t-T)d7
At—0 z .
_ T Conhecendo-se h(t) é possivel determinar
y(t) N Ix(f)h(t _T)dT y(t) para qualquer x(t)
<[>

Resposta do sistema a entrada externa (estado nulo)

* Na operagdo entre x(¢) e h(t) para se obter y(t), realiza-se a chamada operagdo de
convolucdo entre x(t) e h(t)

=

_ Integral de
y(t) = jx(T)h(t —7)dt convolug3o

—oo

y(1) = x(1) *h()

* Vamos estudar na proxima segao a integral de convolugdo
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A integral de convolucao

* Definicao - A integral de convolugdo entre duas fungdes x,(7) e x,(t) é
representada por

=

X (0% x,(1) = [x(D)x,(t—7)de

—oo

Propriedades

* Propriedade comutativa: x;(2)*x,(1) = x,(1)*x,(t)
Dada a definicdo, seja z=t-7, ou seja, 7=t-z e dr=-dz, entdo

—oo o

X (0% x,(0) == [ x,(t = 2)x,(2)dz = [ x,(t = 2)x, (2)dz = x5, (1) * x, (1)

= —oo

<>

A integral de convolucao
* Propriedade distributiva: x;(1)*[x,(1)+x53(2)] = x;(1)%x,(t)+x,(1)*x;5(t)
Sai da propria definicdo (verifique)

* Propriedade associativa: x,(1)*[x,(t) *x;(t)] = [x;(1)*x,(t)] *x5(t)
Sai da propria definicdo (verifique)

* Propriedade do deslocamento: Seja x,(t)*x,(t) = c(t)
Entao

x@®)*x,(t=T)=x,t=T)*x,(t)=c(t—-T)

x(E-T)*x,t-T,)=ct-T,-T,)

<>
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A integral de convolucao

Veja, o
X (0% x,(1) = [x(D)x,(t=7)dT=c(t)

)
oo T .

RO 5,0-T) = [x (@), (r— T-7)dt=c(t~T)

)

a segunda propriedade segue da primeira

* Convolucdo com o impulso: x(t)*d(t) = x(t)

Veja <
x(1)*8(t) = jx(r)5(t —7)dr

)

temos um impulso em 7=t. Pelo teorema da amostragem

x(1)*0(t) = x(1) T o(t—7)dt=x(t)x1=x(1)

<>

A integral de convolucao

* Propriedade da largura: Se x,(7) e x,(t) tiverem duragdo T, e T,, respectivamente,
entdo x,(t)*x,(t) tera duragao 7,+7,

x,(1) x5(1) x(6) * x5(1)

/\\4 1 AN - /ST

,L' T]— PT2—>4 P— _TI+T2 :

t—= [ —=

A demonstracdo vem da andlise grafica que faremos adiante

<>
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<[>
A integral de convolucao
* Resposta de estado nulo e causalidade:
Vimos que, para um sistema LCIT Integral em 7. Ja 1 é uma
o0 ~~— constante (parametro)
y(t)=x()*h(t) = jx(r)h(t -7)dt
* Aresposta de um sistema causal ao impulso unitario é um sinal causal.
Assumiremos condigdes iniciais nulas
* Quais sdo os limites da integral de convolugao, para essa situagao?
* Sex(t)écausalx(t)=0p/t<0->x(t)=0p/t<0
* Assumamos inicialmente r > 0
* Se h(t) é causal > h(t-7) = 0 p/ (t-1) < Oousejat >t
* Veja que se r < 0, a andlise acima continua valida, mas nesse caso teremos
x(t)h(t- ©) = 0, para qualquer 7, como veremos na figura a seguir
<[>

A integral de convolucao

* Resposta de estado nulo e causalidade:

xr)=0 h(it—7)=0

0

y(t) = j x(DOh(t-7)dr pl t=0 @

y(t):O p/t<0 (1) =0 ‘ ht=7n=0 t<0

H ‘0 T

Limites da integral de convolucado, para essa situacao

Limite imposto pela causalidade do sistema

YO =x()h(t) = [ x(©)h(t-7)d7 i
—— Limite imposto pelas condigGes iniciais nulas

(O para pegar um impulso em t=0)
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A integral de convolucao

Estudar exemplo 2.5

<>

=10 T2 e = X
0 R <[>
A integral de convolucio Y E
g g u(t) u(t) tu(t)
~ At Aat, e} — gt
* Tabela de convolugao: gt 0 s
eMu(t) eMy(t) teMu(t)
teMu() eMu(t) %[2‘,;.1"“)
u(t) Muty  ||wrem Y N
e 0= 2 sy
Mut) Nu(t) MIN!__ aews
arinsoi M0
wehtuy oluy [ =+ Oy —daert
Poderia ter sido utilizada para [P WY
resolver o exemplo 2.5 #eNu(t) MeMu(t) MINT i pugry
WM+
MeMty(r) Neraty(t) G (—1EMIN + k) Mkt
M KM — ol — agver )
k=0 b
o~ CLNIM il
2 FUN — Rz — 2y )
ol cos (Bt+ O)u(t) |[eMlu(ny [[cos@ —@)e —e Teos(prio-9)
Vie+rr+p2
Mluh ehatu(—g) e'*"u(rzwr’u(—r) T
2 = 4
eA1tu(7t) e)‘Z’u(—t) el — ghal x:
—l;—)q u(=1)
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(<[>
A integral de convolucao

Estudar exemplo 2.6

Rl S
A integral de convolucao

* Resposta a entradas complexas:

Se o sistema for real, A(t) sera real
Seja h(t) real e a entrada complexa x(¢) =x, (¢)+ jx,(t)

(@) = h(e)*[x, (0)+ jx, (0] = h(2) # x, (1) + jh(0)* x,(6) = y,() + jy, (1)
x, (1) =y, @)
x,(1)= y:(1)
Lembrar que em sistemas LCIT, vale o principio da superposicao
se x, ()= y,(1), x,(t) = y,(1), ..., x, () =y, (1)
x@)=x,(OH+x,O)+..+x, ()= yt)=y,@O)+ y,(O)+..+ ¥, (t)
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<>
A integral de convolucao
* Interpretacao grafica da convolugdo: c(t)= J.x(z')g(t—z')dz'

—oo

=

* Para exemplificar, sejam as curvas temporais

x(1) £(1)
I\_ 2
1
&
-1 |0 {—— - 0 —— Trocamos
apenastporzt
(a) (b)
x(7) 8(m) 12
1 I\
k
-1 o R -2 0 R
(c) (d)
<[>
A integral de convolucao
* Interpretagao grafica da convolugao: c(t)= Ix(f)g(t—r)df
x(7) &7 2
1
-1 |0 — -2 |u T ——
= {5 Espelhamos
8(7)
x(7)
g(—=m) 1/ /
« 4‘)/,
-10 2 =
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<[>
A integral de convolucao
* Interpretagao grafica da convolugao: c(t)= J.x(z')g(t—z')dz'
x(7)
g(=7) 1/
(E) _‘)//
-1 0 2 T
Deslocamos
g(-t) por t
= unidades de
; tempo
gt—m 1 / ()
(f) t=1,>0 =
: __.._..-—--'/I \‘{}-1—’
0 2 / 2+t T
" Area=c(t,))
<[>
A integral de convolugdo )
* Interpretacdo grafica da convolucdo: c(t)= Ix(f)g(t—f)df
x(7)
8(=7) 1/
(&) )/’
-1 0 2 T
Deslocamos
g(-t) por t
: ! unidades de
<1l tempo
Area = c(t,)
gt—1) \,/~ il
(g) t=1t,<0 Ay
0 2 + t2 é g —.

10



17/09/2020

==
A integral de convolucao
* Interpretacdo grafica da convolucdo: c(t)= J.x(z')g(t—z')dz'
x(7)
g(—m) 1 pd
« _‘)//
-1 0 2 T =
Deslocamos
- t‘i 4 g(_T) port
gt—1) ‘ X(7) unidades de
=1, <=3
) 3 tempo
241 =10 T
Ndo ha sobreposicdo entre as
curvas (area nula) = ¢(t;)=0
==
A integral de convolugdo )
* Interpretacdo grafica da convolucdo: c(t)= Ix(f)g(t—f)df
x(7)
g(—=7) 1 yd
(&) )/’
-1 0 2 T
Faz-se o
procedimento para
ot t de -00 a +0
1
(1)
rl —'3 ]h 0 t —-
3 2 1 \Q ;
Corrigir no livro

11
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A integral de convolucao

* Interpretacdo grafica da convolucao:

Animacoes: Wikepedia (convolugdo)

[ #rea under frxa-)
fz)
att-x)

(teghtd

; ' [ #rea under fxi-o
fz)

o)
Chrg)t)

(f*)0= [ f@gt-1dr

<>

A integral de convolucao

* Interpretacdo grafica da convolucdo:

Estudar exemplos 2.7a2.9

=

() = j x(0)g(t—-1)drt

)

<>

12
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==
Sistemas interconectados

* Podemos simplificar a analise de um sistema quebrando-o em subsistemas mais
simples

* Conexdes basicas: (a) Paralela e (b) Série ou cascata

* Sejam §; e S, dois subsistemas formando o sistema S,

* Conexdo paralela

S
()= hy(t) 5 s,
. H=h (t
o " S (t)=h, (@)
— S - T~
50 1 ZI (:fzp(t) = hy(t) + hy(),
N6de — 1| 0 S S\ ]
separagao & hol) Somador de
sinais
S
o(t)=h,(1)
<>
Sistemas interconectados
¢ Conexao série ou cascata
S
ot)=nh(t) s
(1) hy (1) E(i;(z) = hy(t) * hz(ﬁ)
—_— S _— Sy —_—

s, s,
o)=>h,(t)  h(t)=h()*h (1)
* S,eS,formamS, 5(t);f>h(t)=hl(t)*h2(t)

* Tanto no caso paralelo como no caso em cascata assumimos que um subsistema
ndo carrega o outro

13
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==
Sistemas interconectados
* Pela propriedade comutativa da convolugdo (teoricamente)
h (I) = My 3
o(1) s, 2 s, h(t) = hy(1) = hy(1)
7 0= h)=h(0)*h(t)=h{)*h,()
Troca de posicdes
==

Sistemas interconectados

* Sejam as duas associacdes em cascata a seguir

N
o(t)y= h(r) Integrador ideal
x(1) (@) , J_ey(mdr
—_— S —_—— f_m —_—
Integrador ideal :
x(1) f:_x.r(T)a"r J_y(mydr

20 D - B

* Isso nos permite concluir que
Se x(t)= y()

entdo .[l x(z')dz':>J‘_t y(7)dT

14
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==
Sistemas interconectados

* Se no diagrama anterior substituirmos o integrador ideal por um diferenciador

ideal chegaremos a conclusao que
Se x(t)= y(r)

entao dx(r) = _dy )
dt

* Se no diagrama anterior (com o integrador ideal) x(¢) = J(t) — y(t) = h(t) entao
concluimos que se x(t)=u(t)—y(t)=g(t)

Se um sistema tem resposta ao impulso dada por Ai(?), sua
resposta ao degrau unitario é dada por g(), a integral de h(t)

s)=[ hwydr

* No diagrama em cascata, se S, e S, forem tais que para x(t)=4(t) temos y(t)= J(1),
entdo S, é o sistema inverso de §, e vice-versa

h(t)=h(t) e hy(t) =h(t) entdo h(t)*h (t)=5(t)

==
Sistemas interconectados

* Finalmente, seja a equivaléncia entre os diagramas a seguir

x(1) (1) x(1) 4 0 0

—_— () —— = —— ar —— h() —-—J“_x-?—-—

* Para a caixa pontilhada a resposta ao impulso é dada por g(t), logo

y(0) = x(1) * h(t) = X() * g (7)

/ N

Para o Para o
diagrama da diagrama da
esquerda direita

15
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<[>
Funcao exponencial de duracao infinita: e
* Nessa exponencial, geralmente s é complexo
* Seja a resposta em estado nulo de um sistema a essa exponencial, sendo que ¢
comega em -oo
* Se no sistema d(t) — h(t)
() =h(t)*e" logo y(t)=e"H(s)
o .
y(t) = J-h(f)es('_r)df Constante
para um
e dado s
y(t)=e" j W)™ dr
- ¥(t) tem a mesma forma de %, a menos de
‘—T—J uma constante multiplicativa
Fungdo apenas de s
- e’ é uma autofuncdo do sistema que tem
Seja H(s)= [h(v)e " "dt esse (1)
<[>

Funcdo exponencial de duracao infinita: e

* A expressao

y(t)=e"H(s)
¢é valida para os valores de s em que H(s) converge (isso no plano complexo)
* H(s) é denominada func¢ao de transferéncia do sistema LCIT

* Vimos que para o sitema LCIT
(DN + alDN_l + -+ aN_lD + aN)y(t) = (bN_MDM + bN_M+1DM_1 + -+ bN—lD + bN)x(t)
* As derivadas sdo calculadas no tempo, entao
(DN + alDN_l + -+ aN_lD + aN)GStH(S) = (bN_MDM + bN_M+1DM_1 + -t bN—lD + bN)BSt
(SN + alsN_l +--+ay_1s+ aN)/Gd(H(S) = (bN_MSM + bN_M+1SM_1 + -+ bN_1$ + bN)?-/

by 8" +by 8" ot by s+by  P(s)
N N-1 -
sTtastT +.tay stay oc(s)

H(s)=

16
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<[>
Resposta total do sistema
* Soma da resposta a entrada nula e resposta ao estado nulo
v Para o caso de raizes
resposta total = chelkt + x(t) * h(t) caracteristicas distintas
k=1
* No exemplo do circuito RLC, com x(t) = 10e~'u(t) e condigdes iniciais y(0-)=0 e
v.(0)=5
¥ V ¥ \
resposta total = (— 5e™ +5¢ > )+ (=S¢ +20e > —15¢™) p/t20
resp. entrada nula resp. estado nulo
* Reorganizando
v ‘—2 -3
resposta total = (—10e "+25¢ ’)+ (—15e t) p/t=0
resp. natural y,(1) resp. forcada y,(1)
<[>

Resposta total do sistema

* As componentes da resposta total

¥ y()

}Esmdo nulo _~ Natural
TUlﬂl % Total
0l o/
i - 0
\ S

\ : Forcada

Entrada nula

17
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<>
Solucao classica de equacdOes diferenciais
* Determinagdo da solugdo natural e solugdo forgada, y,() € y,(1)
* y,(t) redne os termos associados aos modos naturais (caracteristicos)

* yy(t) reune os termos associados a excita¢do, ndo relacionados aos modos
naturais

Y1)=y,(0)+ y,(1)
Q(D)y,(1)+0(D)y,(t) = P(D)x(t)

Q(D)y, (=0
Q(D)y,(t) = P(D)x(z)

e Assim

* y,(t) é aresposta para a equacao homogénea e € dada por uma combinacgdo
linear dos modos caracteristicos (naturais) do sistema. Depende das condi¢des
iniciais

<[>

Solucdo classica de equacdes diferenciais
* Determinagdo da solugdo forgada, y,(1)
. Si)mples quando x(z) tem um numero finito de derivadas independentes (ex. ¢ e

P
* A resposta forcada é dada por uma combinacao linear de x(¢) e suas derivadas

independentes
* Ex. x(t) = af’+bt+c. As derivadas independentes s3o: 2ar+b e 2a, entdo

y¢(t) = ﬂztz +pit+
* Ex. x(t) = a €. S6 temos uma derivada independente: al e, entdo
Yy (t) = fe”

* Os coeficiente sdo obtidos por comparacao entre os termos semelhantes do 12 e
do 22 membros de

QD) y,(t) = P(D)x(2)

18
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Solucao classica de equacdOes diferenciais

¢ Tabela

Tabela 2.2 Resposta forcada

<>

N Entrada x (¢) Resposta forcada

1 e r#£MGE=1,2,...,N) pet!

: e =M Bret!

3 k (uma constante) B (uma constante)

4 cos (wt + ) B cos (wt + ¢)

5 (" + o™+ ot +ap)et! (Bt" + Becit™™ 4 -+ Bit + Bodet!

Solucdo classica de equacdes diferenciais

Estudar exemplo 2.10

<>

19
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<>
Solucao classica de equacdOes diferenciais
Entradas importantes do ponto de vista de Engenharia
* Entrada exponencial x(z) = e¢
* Pela tabela y (1) = e, entdo no sistema
P :
Q(D)y¢ (t) = P(D)x(t) ﬁ = (_;) As§um|u—se 0 caso de
Q(é’) rzlzes caracteristicas
& _ G istintas. Os K, sd0
Q(D)'Be = P(D)e se x(t)= eﬁu(t) = obtidos a parti'/r das
. R . condigdes auxiliares
* mas D¢ =§§ e { y¢(t):H(§')e§u(t)
* logo D)e* = !
P(D)e* = P({)e* (<)
* Assim finalmente
BOD)e = P({)e Sy ;
¥ =Y K e +H ()"
j=1
<>

Solucdo classica de equacdes diferenciais
Entradas importantes do ponto de vista de Engenharia
* Entrada constante x(z) = C = Ce”, onde (=0

)’¢(t):CH(§)€§t com =0
¥,(t) = CH(0)

* Entrada exponencial x(7) = &', onde {=jw
¥,() = H(jw)e™

* Entrada senoidal x(2) = cos(wt) = x(t) = cos(ax) = (ej“” +e ™ )/2
1o =3 (H (@ + H(-jwe )

H(jw)e’” e H(—jw)e '™ sdo complexos conjugados

20
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<[>
Solucao classica de equacdOes diferenciais
Entradas importantes do ponto de vista de Engenharia
1 . i . —jot
0 =§(H (j@)e’ + H (- jw)e ™)
Vo) =Re(H(joye™)  mas H(jo)=|H(ja)e"
_ . iZH(jow) jor
y¢ (t) - Re(]H(]a))|e’ e’ ) Nesse caso, para um sistema
_ . i(r+2ZH (jw)) LCIT, a saida tem a mesma
Yo (t) - Re(]H(]a))|e’ ! ) forma da entrada (senoidais) e
) ) mesma frequéncia (w). O que
Ve(1) = |H(]w)| cos(@r + ZH (jw) muda sdo a amplitude e o
argumento inicial
De forma geral para x(t) = Acos(wt+6)
v,(®) = AlH(jo) cos(ax + 6+ LH (jw))
<[>

Solucdo classica de equacdes diferenciais

Estudar exemplo 2.11
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